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УСТОЙЧИВОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ И СИСТЕМ 
 
 
Розглянуто проблеми моделювання технологічних процесів і систем та вимоги, що ставляться до 
багатофакторних статистичних моделей. Викладено нові підходи стійкого моделювання в умовах вихідної 
апріорної невизначеності та мультиколінеарності факторів. 
 
The problems of modeling of technological processes and systems as well as the demands for multifactor statistical 
models have been considered. New approaches of stable modeling in conditions of initial a priory indeterminacy and multi-




Многофакторные статистические модели, линейные по параметрам и в общем случае не линейные 
по факторам, получили широкое применение в научных и прикладных исследованиях. Использование 
моделей позволяет экономить физические ресурсы и создавать системные. Статистические модели 
являются информационным ресурсом и необходимы при разработке и совершенствовании наукоемких 
изделий и высоких технологий. В области получения статистических моделей существуют не решенные 
проблемы. 
Существующие недостатки в формализованном моделировании технологических процессов и систем  
Формализованное описание технологических систем осуществляется на основе модельных 
аппроксимирующих допущений. В качестве математического инструмента аппроксимации используется 
метод наименьших квадратов. Численные значения коэффициентов многофакторных математических 
моделей определяют путем аппроксимации исходных данных, полученных по специально органи-
зованным многофакторным экспериментам. Матрицы планирования экспериментов соответствуют 
принятым критериям информационной оптимальности. Структура многофакторной модели 
исследователю в общем случае не известна по причинам новизны и сложности изучаемых систем. 
В технологических системах факторы часто коррелированы между собой. При сильной 
коррелированности факторов (rij(Xi, Xj)  0,5) получение качественных моделей традиционными 
методами не возможно. 
Технологические системы весьма сложны, поэтому аппроксимация как методологический прием 
неизбежна. Точность ее должна быть оптимальна: используемые модели должны быть адекватны 
результатам экспериментов. Отсюда следует, что среднеквадратичная погрешность результатов 
экспериментов является мерой для выбора точности аппроксимации. Аппроксимация должна быть 
формализованной, объективной, на количественной основе. Конечная цель аппроксимаций – 
математические модели [1, с. 76].  
Обобщенная математическая модель 
Математическая модель описывает зависимость между исходными данными и искомыми 
величинами. Элементами обобщенной математической модели являются (рис. 1):  
 Х1, …, Хk – группа управляемых факторов, которыми исследователь может управлять в процессе 
подготовки и проведения эксперимента; 
 Z1, …, Zr – неуправляемые факторы, которыми исследователь управлять не может, но может их 
измерять; 
 W1, …, Wq – неконтролируемые факторы, которые объективно существуют и влияют на процесс, 
но не известны исследователю; 
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 Ŷ1, …, Ŷp – множество выходных функций, представляет собой совокупность критериальных 
функций, включающую (при необходимости) целевую функцию критерия качества. 
Поиск структурной связи критериев качества и 
управляемых факторов осуществляют из множества 
эффектов, соответствующих множеству эффектов модели 
полного факторного эксперимента, которая задается 
выражением [2, с. 107]:  





1sX )…(1+ kX +   
  + 2kX +...+
1ks
kX )  NП ,    
где Х1, …, Хк – управляемые факторы искомой 
математической модели; 
s1, …, sk – число уровней факторов X1,…,  Хк;  
k – общее число факторов;  
NП – число опытов полного факторного эксперимента, равное числу структурных элементов модели.  
Общий вид модели будет следующий:  
  ŷ = b 0  + b1f1(X1) + b 2 f2 (X2) +...+ bk f k ( Xk )  +bk +1 f k+1( X i , X j )  +...+   
  + bq f q( Xi ,  Xj ,  X l )  +...+ bh fh (X1, X2, ..., Xk ),   
где b0, b1, ..., bh – коэффициенты статистической модели; 
X1, X2, ..., Xk – управляемые факторы; 
k – число факторов, 1  i < j < l  k; 
f1, f2, ..., fh – некоторые функции от управляемых факторов X1, X2, ..., Xk.  
В общем случае из-за значительного числа опытов реализация полного факторного эксперимента 
не представляется возможной. Поэтому используют дробные многофакторные регулярные планы 
экспериментов. 
Математическая модель является математическим аналогом проектируемого объекта. Степень 
адекватности ее объекту определяется поста-
новкой задачи проектирования.  
Множество варьируемых факторов Xi обра-
зует факторное пространство (пространство моде-
лирования), которое является метрическим раз-
мерности k, равной числу варьируемых факторов. 
Множество независимых переменных Z и W 
образуют метрическое пространство входных 
данных, которыми нельзя управлять. Множество 
независимых переменных Z и W определяет среду 
функционирования объекта, т. е. внешние усло-
вия, в которых будет работать проектируемый объект.  
Это могут быть:  
– технические параметры объекта, не подлежащие изменению в процессе проектирования;  
– физические возмущения среды, с которой взаимодействует объект проектирования. 
Выходные данные рассматриваемой обобщенной модели образуют метрическое пространство кри-
териальных показателей качества объекта. Схема использования математической модели показана на рис.2.  
Требования к математической модели 
Основными требованиями, предъявляемыми к математическим моделям, являются требования 
адекватности, универсальности, экономичности, информативности и устойчивости.  
Адекватность. Модель считается адекватной, если отражает заданные свойства с приемлемой 
точностью. Точность определяется как степень соответствия значений выходных параметров модели и 































Рис. 2. Схема использования математической модели 
в системе автоматизированного проектирования 
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Определение адекватности моделей – сложная процедура. Точность модели должна быть 
удовлетворительна в различных условиях функционирования объекта. Эти условия характеризуются 
комплексом параметров.  
Универсальность – определяется в основном числом и составом учитываемых в модели факторов и 
выходных данных.  
Экономичность модели характеризуется затратами на получение исходных данных и 
вычислительных ресурсов для ее получения и реализации.  
Противоречивость требований к модели характеризируется  широкой областью адекватности, 
высокой степенью универсальности и высокой экономичностью, обусловливает использование ряда 
моделей для объектов одного и того же типа.  
Информативность – статистически значимое присутствие в модели полезной информации по 
сравнению со случайной информацией в этой модели. Проверка проводится с использованием F-критерия. 
Устойчивость – свойство математического объекта сохранять заданные определенные черты при 
сравнительно малых изменениях параметров, от которых он зависит. Проверка проводится с 
использованием критерия Неймана-Голдстейна P (X T X ) и числа обусловленности cond(X T X ) .  
Методы получения моделей 
Получение моделей в общем случае – процедура неформализованная. Основные решения, касаю-
щиеся выбора вида математических соотношений, характера используемых переменных, принимает 
проектировщик. В тоже время такие операции, как расчет численных значений параметров модели, 
определение областей адекватности и другие, алгоритмизированы и решаются на ЭВМ. Поэтому 
моделирование элементов проектируемой системы обычно выполняется специалистами конкретных 
технических областей с использованием планируемых экспериментальных исследований.  
Методы получения функциональных моделей элементов делят на теоретические и 
экспериментальные.  
Теоретические методы основаны на изучении физических закономерностей протекающих в 
объекте процессов, определении соответствующего этим закономерностям математического описания, 
обосновании и принятии упрощающих предположений, выполнении необходимых выкладок и 
приведении результата к принятой форме представления модели.  
Экспериментальные методы основаны на использовании внешних проявлений свойств объекта, 
фиксируемых во время эксплуатации однотипных объектов или при проведении целенаправленных 
планируемых экспериментов.  
Несмотря на эвристический характер многих операций моделирование имеет ряд положений и 
приемов, общих для получения моделей различных объектов. Достаточно общий характер имеют:  
 методика макро-моделирования; 
 математические методы планирования экспериментов; 
 алгоритмы формализуемых операций расчета численных значений параметров и определения 
областей адекватности. 
Использование математических моделей 
Вычислительная мощность современных компьютеров в сочетании с предоставлением пользо-
вателю всех ресурсов системы, возможностью диалогового режима при решении задачи и анализе 
результатов позволяют свести к минимуму время решения задачи. При построении математической 
модели от исследователя требуется:  
 изучение свойств исследуемого объекта; 
 умение отделить главные свойства объекта от второстепенных; 
 оценка принятых допущений. 
Модель описывает зависимость между исходными данными и искомыми величинами. Алгоритм реше-
ния задачи на ЭВМ связан с выбором численного метода. В зависимости от формы представления математи-
ческой модели (статистическая или дифференциальная форма) используются различные численные методы.  
Проблемы в формализованном моделировании технологических процессов и систем 
1. Проблема определенности и устойчивости получения статистических регрессионных моделей. 
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Получение многофакторных математических моделей сложной системы методом аппроксимации 
исходных данных (результатов) функционирования этой системы не может безоговорочно гарантировать 
высокое качество решения прикладной задачи. Так как достижение поставленной цели необходимо, а 
плохое качество решения не позволит выполнить поставленную задачу, то следует оценить качество 
решения, степень его совершенства.  
Технологические системы характеризуются как системы с неполной информацией об их содержа-
тельных свойствах. Это приводит к тому, что достаточно полные статистические характеристики как по-
лезной информации, так и погрешностей, сопровождающих ее, неизвестны. Неточная предварительная 
информация вынуждает исследователя искать и применять такие методы математического моделиро-
вания, которые бы обеспечивали незначительную чувствительность метода к условиям задачи. В послед-
ние годы в прикладной статистике такие методы получили название «робастные», т. е. устойчивые [2, 
с. 110]. Проблема соответствия предположений, принятых для использования математического метода 
реальным условиям при решении прикладной задачи, является определяющей для выбора метода. Если 
метод неустойчив к фактическим условиям решаемой задачи, то его потенциальные преимущества не 
будут реализованы.  
Процесс получения математической модели сложной системы включает выбор структуры этой 
модели. Для наиболее важных случаев математического описания реальных сложных систем вид 
структуры математической модели не известен и практически не может быть заранее сформулирован 
исследователем исходя из вскрытия механизмов происходящих явлений.  
При синтезе математических моделей по результатам экспериментов с технологической системой 
необходимо учитывать выполнение предпосылок, на которых базируется этот синтез. Предпосылки 
должны учитывать необходимые свойства как полезной информации, так и свойства случайных ошибок, 
неизбежно присутствующих в результатах эксперимента. Получение математических моделей должно 
базироваться на вероятностно-статистических методах получения полезной информации [1, с.70].  
Рассматривая проблему получения математических моделей, необходимо отметить 
принципиальное различие в понимании задания точности, используемой аналитической моделью, и 
данными реальной прикладной системы. В математике задание аналитической функции предлагает 
точное (без ошибок) ее значение. В исходных данных ограниченного объема и результатах вычислений с 
этими данными всегда будут присутствовать ошибки: точность реальных вычисленных результатов 
будет ограничена. Условия получения исходных данных технологических экспериментов и вычисления 
коэффициентов математической модели должны быть устойчивы.  
Между теоретической концепцией аналитических моделей и прикладным моделированием наблю-
дается несовпадение исходных условий, принципов получения и интерпретации результатов [1, с. 88–90].  
2. Получение устойчивых (робастных) планов экспериментов, структур многофакторных 
статистических моделей, коэффициентов моделей.  
Ставшая уже классической традиционная методология теории планирования эксперимента 
предлагает в системе «модель – план эксперимента» первоначально задать вид модели, а затем, выбрав 
тот или иной критерий, предложить для принятой модели план эксперимента. Различные критерии 
качества сложных систем описываются различными по структурам моделями.  
Если структура статистической модели не известна исследователю, то необходимо использовать 
устойчивый (робастный) план эксперимента. Под устойчивым (робастным) планом эксперимента 
понимается план полного или дробного факторного эксперимента, позволяющего выбрать неизвестные 
исследователю структуры «истинных» статистических моделей – полиномиального вида, линейных по 
параметрам, и получить адекватные модели. План эксперимента не изменяется для выбираемых 
различных структур моделей. Устойчивый план для дробного факторного эксперимента выбирается из 
многофакторных регулярных планов экспериментов при условии, что число опытов должно быть в 1,5–
2 раза больше числа главных эффектов модели.  
Структуры моделей выбираются из структурного множества эффектов полного факторного 
эксперимента с ортогональными или близкими к ортогональным структурными эффектами [2, с. 145]. 
Структуры моделей определяются с использованием алгоритма RASTA3. 
Вісник Національного технічного університету України «Київський політехнічний інститут» 
16 
При выборе или поиске структуры математической модели различают две сложившиеся концепции 
по функциональным требованиям к получаемым математическим моделям.  
1) Аппроксимация полученных исходных данных произвольной структурой математической модели с 
целью получения адекватной модели и без требования выполнения семантической интерпретации 
полученной модели.  
2) Получение адекватной математической модели, общий вид которой и коэффициенты могут 
давать исследователю семантическую информацию о механизмах происходящих явлений.  
Первая концепция преследует цель лишь близости полученной поверхности отклика к 
гипотетической «истинной» поверхности: близость полученной, иначе модельной поверхности отклика в 
геометрическом смысле, к «истинной» поверхности.  
Вторая концепция представляет значительный интерес и наиболее сложна в реализации.  
По первой концепции обычно предлагается несколько типов функций, для которых необходимо 
найти коэффициенты в численном виде. В большинстве проанализированных публикаций предложенные 
функции не могут быть обоснованы с позиций семантической информации. Как правило, предлагаются 
однофакторные функции. Многофакторные функции (не более двух-четырех факторов) встречаются в 
виде, нелинейном по параметрам [2, с. 145–146].  
В классе многофакторных математических моделей обычно предлагаются модели второго порядка 
и весьма редко – третьего порядка. Практика использования моделей второго порядка показывает, что их 
структурная сложность недостаточна и, следовательно, полученная модель часто неадекватна.  
Основное противоречие при постулировании структуры математической модели и попытке полу-
чения адекватной модели заключается в отсутствии необходимой полезной информации относительно 
структурной сложности искомой модели и выбора структуры модели, соответствующей этой сложности. 
С возрастанием сложности моделируемых систем и требования получения адекватной модели (особенно 
для высокоточных, прецизионных моделей) это противоречие путем постулирования структуры модели 
решить невозможно.  
Решение этого противоречия следует искать в использовании принципа последовательного 
расширения структуры математической модели и последовательной схемы проведения 
экспериментального исследования [2, с. 146].  
Чтобы повысить точность статистических моделей, необходимо выполнять следующие требования 
к коэффициентам математических моделей:  
– статистическая независимость коэффициентов математической модели, обусловленная 
ортогональностью  друг к другу, входящих в модель эффектов;  
– статистическая значимость коэффициентов модели или большая значимость введенных в модель 
коэффициентов по сравнению со значимостью не введенных в модель коэффициентов.  
Устойчивые коэффициенты моделей определяют с использованием ортогональных контрастов. 
Поскольку обеспечить ортогональность всех эффектов, введенных в модель, в дробном факторном 
эксперименте в общем случае затруднительно или невозможно, необходимо стремиться к обеспечению 
методами планирования эксперимента ортогональности всех главных факторов между собой и к слабой 
коррелированности эффектов взаимодействий факторов и главных эффектов [2, с. 143].  
Пример успешного устойчивого моделирования технологического процесса приведен в [3, с. 186–200]. 
3. Планирование эксперимента в нестандартных областях факторного пространства.  
В нестандартных областях факторного пространства наблюдается корреляция факторов и, как следс-
твие, их главных эффектов и взаимодействий при построении регрессионных моделей. Мульти-
коллинеарность эффектов (взаимная сопряженность их) затрудняет или делает невозможным устойчивое 
определение структуры и коэффициентов уравнения регрессии. При значительной мультиколлинеарности 
эффектов задача является некорректно поставленной, и целесообразное использование уравнения регрессии 
теряет смысл [4]. Широко распространенный метод наименьших квадратов, при получении статистических 
моделей, применять в данном случае нецелесообразно, так как он будет неустойчив.  
Факторное пространство можно рассматривать как топологическое пространство. Факторное 
пространство, соответствующее многомерному прямоугольному параллелепипеду, принимается за 
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прообраз факторного пространства Rпр. Используя методы планирования эксперимента, в прообразе 
всегда можно получить статистические модели с наилучшими характеристиками. Произвольная 
выпуклая область факторного пространства с линейными и криволинейными ограничениями, не 
соответствующая стандартной форме, принимается за образ факторного пространства Rо. Получить в нем 
статистические модели с наилучшими характеристиками традиционными методами не представляется 
возможным. Необходимо найти метод перехода от заданного плохо обусловленного факторного 
пространства Rо образа к хорошо обусловленному факторному пространству Rпр прообраза, в котором и 
необходимо решать поставленную задачу.  
Впервые было предложено использовать топологическое отображение прообраза факторного 
пространства в образ факторного пространства в [2, c. 190–197]. Две системы Rпр и Rо при взаимно 
однозначном и взаимно непрерывном отображении будут изоморфными, т. е. равными по виду, форме. 
Понятие изоморфизма включает в себя как частный случай понятие гомеоморфизма. Гомеоморфные 
пространства топологически эквивалентны. При рассмотрении топологического отображения 
метрические свойства множеств Xпр (прообраз) и Xо (образ) не используются. Следовательно, 
отображаемые множества Xпр, Xо могут характеризоваться различными метрическими свойствами.  
4. Номографический и идиографический подходы в описании реальной действительности.  
Кроме выбора конкретной методологии получения научной информации исследователь должен 
выбрать один из общесистемных принципов проведения исследований. Такими общесистемными 
подходами могут быть номографический и идиографический [1, c. 31–34].  
Идиографические науки изучают «индивидуальное», «единичное», не отрывая объект изучения от 
определенных рамок времени и места. Они используют для этого методологию статистического 
описания и формулируют через единичные проявления общие закономерности и законы проведения 
множества однотипных объектов и явлений, которые в массовых проявлениях становятся случайными, 
точнее имеют вероятностный характер.  
Потребности наукоемкого производства, совершенствование технологии требуют развития 
идиографических наук, в которых статистическое знание развивается и проявляется через 
статистические совокупности, выборку и выборочный метод их описания.  
Формулировка закона, т. е. номографический подход, в технологических исследованиях не дает 
конкретной информации об изучаемых объектах и процессах. Одна из основных причин этого 
заключается в том, что при номографическом подходе в сформулированном законе не отражаются 
свойства исследуемой конкретной системы в явном виде, представление закона происходит весьма 
приближенно и относится ко всем системам данного класса.  
Выводы и перспективы дальнейших исследований 
1. Основной подход в получении технологической информации – современная методология 
проведения экспериментальных научных исследований. Она включает прикладную статистику, теорию 
планирования эксперимента, вычислительный эксперимент, кибернетический подход в формализации 
технологической системы. 
2. Для получения качественных многофакторных статистических моделей необходимо 
использовать устойчивые планы экспериментов, формировать устойчивые структуры моделей и 
устойчиво оценивать коэффициенты моделей 
Дополнительная информация и примеры успешно решенных прикладных задач приведены в [5]. 
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